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������	� ���	�! �� ������� "��� ���	�!# $�� ����������� ������  	� ��� ��������� ���� ���

��� �	����� ��� ���	����� � �	 	���� g3 �	������!# �� �� ��	�� ���� ��� ��������� ���	 ��	 �����!

������ �� �	� ��	�� �	 	����� ��� �	����� ������ �� ������ 	���� 	 ��� �	�����# %���� ������

 	� ��� ������� ���� �� 	���� g4 ��� g4 ln g ��� ��������� ��� �	������ �	 ���������	� ���	�!#

&	�� ����� �	 "� ��� ��'������� �������  �	� 	���� g4 ������� ��� ����������� ������ ��� ���

������ 	 ��� ����
 	�������� ��� ��������#
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���� �	 ������� �� ��� ���� �	 ���� 	������	���� 	�� ������	� �� 	�� ���	����� ��������� ��

��� 	��	 �� ���� 	� 
��� ��	� ����	����	�� ����	� ���� �� ���	���� ����	��� ��
 ��������	����

���� ���
 �� ��		�� ��� �� ����
 �� ��	��� ��� ������� �� ������	 �	��� �� �� 	�� �����

�������� ����	�� ��	�� 	�� ��� ����� �� �   �� ������
 	� ����	� ���� � ���	�� �����
 !����

����� ������ "#$%& ��	�'������ �� ���	� �	 	�� (���� )�
��� *����
�� "()*& �	 *+,- �����

����� ��� ����������� .���� 	��� 	��� '��
 �� �������� ������ ���� ��
 ���� ��	����	��� ��

	�� ���	 
���
�� ������� '��
 	����� 
�������� 	�� 	�����
������� �� ���� !���	�� ���	���

�	 ���� 	������	���� +������� �����
� 	������ ���	��� �� #���	�� ������
������� "#*/&

��
 #���	�� ����	��
������� "#+/&� ������
������ ����������� ���� 	�� �������� ��� ��

�������	�
 ��	��� 	��� 	������ 0�� 	���� �������	���� �	 �� !��	� ������ 	� �������� ���� ������

�� �	�	��	���� !���	�� ��������� ����� ��� ������	�
 �� ����	�� ��

#*/ �� � 	����� 	��	 
�������� 	�� �������� �� ���
����	�� ���	����� ���� �� !����� ��
 ���1

��� ��
 	���� ��	����	��� 	�� �	���� ��	����	���� �	 ���� ���� 	������	���� ��
 ��������� 	����

����	� � ����� �����
 !����1����� ������ � �	�	� ����� !����� ��
 ������ ��� �����	�	������

����� �� ����� 	��� ��������� 	� #*/ �� ���� 	� ���
�� 	�� ���1������� #*/ (����������

)������ ���� ������	 ��� �� �����
 ����� ������� ��
���� 2�� �� 	���� �� �����
 3	��1��
���4

�� 	�� φ4 1 	����� ����� ��	���� �	� ���� ���� � !���	�� ��	����	��� 	��� �� 	�� ��	��	���

−g2φ4� ��� '��	 ��	��
 	� �������	� 	�� �������� ��
 	�� �	��� 	������ ����������� �� � ���1

	����	��� ��������� �� 	�� ��	� ��	������ ��� ��������� ����� ������ �� 	� ��� 	�� ���� �����

��	��
� �� !���	�� '��
 	����� ���� 0������ 
������� ��
 	�� ��	� ��	����� ���� �� 	��

������ �� 	������ '��
 	����� �	 ���� 	������	���� �� ��������
 �� ����	�� 5� �� ����	�� 6 	��

��
 ���������	 �������� ��� 	�� ���	����	��� �������	���� ���� ��� 	�� �������� ��� ������ ��

��
�� 	� 
� 	��� � �	��	 ��	� 	�� ���	����	��� ��������� �� 	�� ��	� ��	����� ��� 	�� φ4 1 	�����

����� ���
� 	� 	�� 
��������	�� ������ 7�	� 	��� ������
�� 	�� �������� ��
 	�� ���������

���� ��� �������	�
 �� 	� ��
�� O
(
g3

)
�� 	�� ��������� �� ��
�� 	� ����
 ��'��	� ������ ��� 	����

!���	�	��� ������� 
�� 	� ������ 8��	��	���� � ��	��
��� 	�� �����������	��� ������ �����

���� �� �����	��	 �� 	�� �����!���	 ���	���� �� 	��� 	������ ���	��� ��	��
 	� �������	� 	��

�����	�	��� ������ �� 	�� ���1���	����	��� �����������	��� ����� "-%,$& � ��������� 	��	

	���� 	�� ����� ��	� ��	����� ��	� ������	� ���� ��������� �� ��������
 �� ����	�� 9 ����� �

���� ������	 	�� 
�����	��� �� 	�� 8�� �!��	��� 	�� ���	��� �!��	��� �� 	�� -%,$1����������

�	 �� �������� 	� ��1��	���	 	�� ���	����	��� �����	� �� 	�� 8�� �!��	��� ��
�� �� ��
�� ��

	�� ��������� �� ����� �� ����	�� : ��
 �� ��	���	��� ;<= 	�� �����	� ��	�� ����	�� ��	� 	��

���������
��� �����	� �� ���	����	��� 	����� �� 	� ��
�� O
(
g3

)
� �� ������ ��
�� �	 �� �����	�


	��	 	�� �����	� 
���� ������� �� 	�� 
������	 �����������	��� �������� �� ����	�� > � 	�� 	�

�����	� 	�� �������� �� 	�� ��������� ���� �� ������ ��
�� �� g� � ���� 	��	 	�� ��	��
��	��� ��

�� �

�	����� ������ ����� �� ��
�� 	� �����	� � �������� �����	 ��� 	�� ���� �� ��������� ��



������ ���� �������� �
��� 	� ����� 	�� ��� ��	���� 	�� -,%$1��������� ��
 	�� ���	����	���

	������

5



� �������	
��� ���
�����

��� ������	
	��

�� ���� �� ���	
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�� � ��������
 ������� ��������� ��� ���� ���

����� ���� ��� ��������� ���������� �����
�� �� ������� �������� �� ��� ��
� ��
� ��

������� ���������� ��
��� �� ���������〈
Â
〉
= 〈Ψ| Â |Ψ〉 � !

��� ��� ���� ������� Ψ�

"����	
�# ����
���
� �	����	��� �� ��� ������� 
���
# �� ���� � ����
� ��������
 ����$

��
��% ���� ���������� ������ ��� �� ���
&�	 �� ���� 	'����� ��������� ������� "� ��

���� �� ����	�� ���� �����
� ������� ������ ���� ��� �� ����	 ��� � ������ ������
��

pm, 0 < pm < 1� �� �� ��� ���� �� ��
	 ��� ���������� ��
��# �� ���� �� ������� ���� �����

�����
� ������ ���# 〈
Â
〉
=

∑
pm〈Ψm|Â|Ψm〉 . �(!

)� 	����� ��� ��������
 ��������

ρ̂ :=
∑

pm |Ψm〉 〈Ψm| �*!

�� ����� ��� ����� ���	 ������� 〈
Â
〉
= Tr

(
ρ̂Â

)
. �+!

��� ����� ���� ���� �

 �����
� ���� ������� ������� "��� ��� ������ ��� �� �� �� 
���� � ���

�����# ��� ��� ���� �

 pm ��� �� �� ���# �� ��� ����� �� ��� ��������
 �������� ��� �� �� ���

���%

Tr(ρ̂) = 1 . �,!

�� �
�����
 ��������
 �������� ρ(p, q) � � ������
�� 	�������� � ��� 6N 	�������


����� �����# N � ��� ������ �� �����
�� � ��� ������# ��	 p ��	 q ��� ��� �������
 ����	$

������ ��� �
�����
 �������� ρ � �� �������� ��� ����# �� ��� ��� � ������!

��� ���������� ��
�� �� � �
�����
 ��������
� A(p, q) � ���� �� �� ������
 ���� ��� ���
�

����� �����%

〈A〉 = 1

(2π�)3NN !

ˆ
d3Np d3Nq ρ(p, q)A(p, q) . �-!

��� ���� �����	��
 ������
�

�� ��������
 ������ �� ���� �� ��	 � ������� ���� � �������� ��	�� � ���� �������#

��� ������� � ��

�	 ��� ������	������
 �������
� ��� �������
 ����
	 ��
� 	����	 ��

���������� �������� ���� 	������ ��� ������ .�� �����
�# ��� �����
� ������ � � ���	

�����
� �� 	������ � ������ ���� � � ��������# �������� �� ���� �� 
��� ��� ������� �������#

+



�� ���� ���� ��� ���	���
 ��������
 �� 	��� ��� ��������
 ��������� ����� ��� �������� �� ���

�������� ����� �� �

�� �� ������ �� ������	 � �����������������	����� ����� ������
��

�� ����� �� ��� ������� �� ��� �������
 ��������� �� ����������� ���
���� (E, V,N)� �
����

(T, V,N)� ��� ���� (μ, T, V ) �����	� �� ����� �����	� �� ��������� �� ��

�� ����	�
�� ���

� �	�
�� ��� 	������������
 ����	�
� �� 
����� �� ��� ���
���� �����	� ��� ������
�� �� �����

��� �� 	�������� ������ ��� !�����" ������ E� ��� ��
�	� �� ��� �����	 V ��� ��� ������
�

��	��� N  #

 	���������� ����� ��� ��	�����
� ���� ����� ����� 	���������� ����	����� ���	

���
�$������ �� �
�	���� �� � 	������������
 ����	�
� %&' �������	���� ����� ��� ��� ��������


����	�
� (T, V,N) ��� ��� ����� ��������
 ����	�
� (μ, T, V )

��� ����� ��������
 ����	�
� �� ���� ��� ���� �����	� ���� � ������
� ������
� ��	��� N �

� ������������ ����� ������ E ��� � ����� ��
�	� V ��� ��	�������� T  (� ������	 )�
�

������� �� �

�� ��� �������� ��� ������
����� �� ������
��� ��������� ��� ��	��� �� ������
�� ��

��� � ��������� �������� ��� ��� ����� ��������
 ��������
 Ω �� � ���� ������ (� �� ��
���� ��

��� �������� �� � �����	*

Ω = −PV = E − TS − μN . !+"

�� ��� ������ ���� ��� �������
��� pm �� )�� � ������
� �� ��� ������ ����� Em �� �����������


�� ��� ,�
�$	��� ������ pm ∝ e−β(Em−μN)� β = 1/T �� ������
 ����� !kb = 1" -� ��� ����������


�������� ����	��

ρ̂ ∝ e−β(Ĥ−μN̂) . !."

Ĥ �� ��� /�	�
��� �������� ���	 ��� �� ( ��

 ���� ��� ���� ��� ��	�
����� ��� � ��������


�� �� �������� �� ��)��� ��� ��� ������ � ������� ��� �� � ��� ���������� �� ���� ��
����� ��� ���

�������� %+'

�� ��������� ��� ���	�
�$����� Tr(ρ) = 1 �� ������ ��� ,�
�$	��� �������� �� ��� ���������

��������

Z = Tr
(
e−β(H−μN)

)
. !0"

��� ��������� �������� �� � ����� �������
 ���
� �� �

��� �� �� ��	���� �

 �	������� ����������


��� Ω = −T ln(Z) ��� � ��������� ��
�� �� �� �������� ��� ����	��

〈A〉 = Tr
(
Ae−β(H−μN)

)
Z

. !12"
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� ���� ���	
�� ���� ������ 
� ������ ���� ������

�� ����� �	
�� 
��� ��	�	��	� ��� ��	�� ���� ��	 	��	������� ��
�	 �� � ��	���
 	��	��
	 ���

�	 �����	� �� ��	 	��	������� ��
�	 �� �� �������� ������� �	
� ��	���� ���� ��	 !��������

��� ����� ���	 �����
���"

��� ��� ��	� 
�	���� �� ����	�� ���������

�� ��	 #	��	��	� ������	 ��	 ��	������ �� ������� �	������� ��	 ���	 �	�	��	�� ��� ��	� ��	


��$	� �� ��	 ��	������ �� ��	 %���&��� 	� ������	 ���

Q(t) = eiHtQe−iHt. '��(

)� 	� 	�����	 �� Q(t) ��� �	 	���	��	� ��

Q(t) |q, t〉 = q |q, t〉 '��(

���� 	� 	���
�	 q" *�	 ���	 �	�	��	�� 	� 	�����	� ��� �	 �����	� ���� ��	 ���	 	��
�����

��	�����+

|q, t〉 = eiHt |q〉 . '��(

,��� ��	�	 �	�������� �	 ��� ����	 ��	 ���������� ���
����	 �� � �	�� ����
	 ���+

〈q′′, t′′| q′, t′〉 . '�-(

*��� ���������� ���
����	 ��� �	 	��
���	� �� � �	�� 	
	 ��� ��� ���� ��	 �	����� ����

���	 ��
 �����
���" *�	 ���
����	 ��	� �	���	�

〈q′′, t′′| q′, t′〉 =
ˆ

Dq exp

[
i

ˆ t′′

t′
dtL(q̇(t), q(t))

]
=

ˆ
Dq exp(iS) '�.(

���� ��	 /� ��� ��� �������� L(q̇(t), q(t)) ��� ��	 ������ 012

S =

ˆ
dtL . '�3(

Dq ����
� �	���	 �� ���	 ������ ��	� �

 ������
	 ����� �� ����	� � ����	���	 ����� �� ����	4

������

� ��� ���	������ ����
	�	
�" *� �	 ���	 	���� �	 ���
� ���	 �� ������	� � ���������


���	 ��
 ��	� ��	 ���5� ��	 ���	���� ���� ��� �� ���� ���	� ���� ���	 ��
 ��� �	 ��
�	� ��4

�
�����

� ���� 6������� ���	 ��
�" *�	 �	��
� �� 5��� � �������� ����� �� ��$	� �� ������� ��

��	 ���	 ��
 �	����	 Dq" ��� � ���	 	���� �	�������� ��� 	��
������� �� ��	 ���� ���	 ��
 ��

������� �	������� �		 ��� �������	 012 �� 0.2"
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��� ��� ��	� 
�	���� �� ����	�� ����� �����

�� ������� �	
� ��	�� �	 ���� � �

� ��	 ��	���� ��� ������
���� � ������
	�� �� �	����

����� ���	����� � ��	 ������� � � ������
	 � ����������
	 ���� �	����� ������� ����	�

�
	��
� ��� � �	�	�� � ��	�	 ����	�� ��� � ������ �� ����	 ���	� ��	�	��	 �	 ���	 � ��	

�	������
�	� �	
�� �� �	
��������� ������� �	�������� ��	 ����
����� �	�	��� � ��	 �	
��

��� ��	�� �������	 ��	���� ��� ��	�	��	 �
� ��� � ������
 �	�	��	��	� ���� �� ��� �	

��	 ������ ���� ��	 ����
����� � ���������� �	����� ��� �� �	��	� �� H ��� L� ��	

	��	�����	� � ��	 �	
� �	���� ��	 �	��	� �� |φ〉 ��� ��
�

 ��	 	��	���
�	 	������

φ̂(x, 0) |φ〉 = φ(x) |φ〉 . !"#$

�� �	 �����	 ���� ��	 ����	� �� �� t = 0 �� � ����	 |φa〉 ��� 	�
�	� ���� � �� ���	%�	�	��	��

����
����� H ��	 ��������� ���
����	 ��� �	 �����	� ��

〈φb| e−iHtf |φa〉 !"&$

��� ��
��
��	� ���� ��	 ��������
 ���	���
'

〈φa| e−iHtf |φa〉 =
ˆ

Dφ exp

(
i

ˆ
d4xL

)
. !"($

)�	 ���� �	 �		� � ���	����	 ��	 ���������� �	����� �	� ��� ���	�����
 ����	���	 � �����

��	 ���������� ������� !���	������ �	� ��	 ������
 ����	���$ ��� ��	� ��	 ����� S� �� �	

��� � ����	 �	�� � �� ���������� �	 ��	 ��
	 � ����� ��	 	*�	������ ��
�	 � ��	 �	
�

�	� ��������
 �	�������� ��	 ����	 �	�� �� ��������
 � ��	 �	
�'

〈φa| e−iHtf |φa〉J =

ˆ
Dφ exp

(
i

ˆ
d4x [L0 + Jφ]

)
. !+,$

J ��� � �	 ���	���� �� � ����	�� �	����� � �� �� �
� ���	����	� �	� ����	%���	�

��� ��� ��	� 
�	���� �� ������ ����� �����

)� �	 ���� � ������ � ��	���
 �	
� ��	�� ���� ��	 ��
 � ��
��
��	 ��	 �������� �������

Z ����� ��������
 ���	������� -	�	��	� .�� !($'

Z = Tr(e−βH) =
∑
a

ˆ
dφa 〈φa| e−βH |φa〉 . !+"$

��	 ����	 �	����� �� �����	� �� � ��� �	� �

 ����	�� ���� ����
� �
�	��� 
�� �	�� ����
��

� ��	 
	��%���� ���	 � .�� !"($� ��	 �	*� ��	� �� � ������ � ��	 ��������� ���	 ����
��� 

���� �	��� �	 � ��	 ����������� it = τ, dt = dτ
i ����� ����	
� ��	 i �� ��	 	*��	��� ��	 �
�

��/	�	��	 �	��		� .��� !"($ ��� !+"$ �� ��	 ���	������ ������
	 �� ���� � ��	 ����
������ ��

�	 ���	����	 ��� , � β ����	�� � tf  ����� �	��� ���� �	 �������	 ��	 ���	 ���� ��	 ���	��	

�	��	�����	 ��	�	 �� ����	������

� � ��/	�	��	 ��� ��	 ��� �	 ��� ��	 ��	 �	

 ����

#



���� �����	�
 ��	�
��� ���� 
���� �� �� ��� ���	���� ��	�
��

Z = N

ˆ
periodic

Dφ exp

(ˆ β

0

dτ

ˆ
dx3 L

)
= N

ˆ
periodic

Dφ eS . ����

N �� ���� � ��	�
������� �����	� ���� 	���
� �� ���� ��		��� ��	 � ����	�
 ���
�	 ��
�� ���� ��

��� ��� ������
 ��������
 μ = 0 ������� �� �� ��� ���	���� ��	 ��� ��	���	 ��
��
������ �� ����

��	�� ��� ��	 ��	����� ���� ���� ��� ��
� φ ��� �� ��
�

 ��� �����	�����

φ(x, 0) = φ(x,β) . ����

���� �� ������� �� ��� �	��� ���	������ �� ���  ����� ��������
 ���� ��� �	�������� ��
�����

��� �� ��
��
���� ��	 ��! ������� ��� ��� �	��� ���� ���� �� ��"� �� ���
� ��� �� �� ���

�������
 �
����� �� ��� �	�������� ��	�#� �� ��� ��� ������ ��"� �� �� ��� ����

$��
�����
! �� % � �&'� �� ��� ������ � ��	�
� �� ��
��
��� �� �#��������� "�
�� �� ���

��
� �� ���	�
 ��
� ����	!�

〈φ〉 = 1

Z

ˆ
Dφφ · eS . ��(�

)



� ���������	
� �����	
� 	� ������ �	��� ���
��

��� �����	
 ��	
	� ��
�

��� �������	�� 
���	� ��� � ������� ������ φ4������ ���	� ����� ���� ����� ��� �� ��������


�������� 
	���� ���� ��� ���� �������	�� � ��� 	�������	�� ����� ��	�� �	��� ��� ����� 	��

�����

L =
1

2
∂μφ∂

μφ− 1

2
m2φ2 − g2φ4 ����

�	�� φ = φ(x) = φ(x, τ)� g2 	�  ���� �� ��� ���!�	�� ��������� ��	� ����� 	� ����� �����
 �

"��������#� $��� !��	��� �����	�� �	 � %&' ��
 %(' ��� ���� ���� ���!�	����
 ��
 ���

����	
���
 	� ��	� ��� �

��� �������	���� ���	�����

)� ����	���
 ����	��� *��
���	� ����� 	� ��� �������	�� ���
 �� +����	�� 	��������� ��	�� ���

�� �����
 �����	����� ,� ����� ��� ����� �� �	���� ��
��� �	 � 	� φ4������� ��� �����	��� �����


���� � 
���� -�� !���	�	�	� 	� �� �!!��.	���	�� �����	*��� ��	�� !��������	�� �.!���	�� �� ���

!��� 	������� ��
 /����� 
	������ ��� ����	�� ��� �!!���	�� �.!����	���� -���� !���	�	�	�	��

��� $�����&���� �����
� �� ��� 012+�������	��� ��	�� 	� ������
 ������

��� ���	�� 	� ��� �����	���� 	������� �� ��� !���	�	�� �����	�� (*� ���� ��� �� 
����!���


	� � ���� *��
���	� 	� ��� 3��
 S0 ��
 �� 	�������	�� ���� SI �

S = S0 + SI . ��4�

0�� �� �.!��
 ��� 	�������	�� !��� 	� � !���� ���	��

Z = N ′
ˆ

DφeS0

∞∑
l=0

1

l!
SlI ��5�

��
 �� � ��� �����	��� �� ���� �	
��� ��	�� ��!������ ��� 	�������	�� !��� ���!����� ���� ���

	
��� ��� �����	���	���

ln(Z) = ln

(
N ′
ˆ

Dφ eS0

[
1 +

∞∑
l=1

1

l!

´ Dφ eS0SlI´ Dφ eS0

])

= ln

(
N ′
ˆ

Dφ eS0

)
+ ln

(
1 +

∞∑
l=1

1

l!

´ Dφ eS0SlI´ Dφ eS0

)

= lnZ0 + lnZI .

��6�

,� ��	� ��������	�� �� ��!����� ��� l = 0 !��� �� ��� ��� ��
 ��� ��� ����� ��� ��� ����

�� �����	����� ��� ������	7��	�� �������� N ′ 	� ������ 	��������� �	��� 	� ������� ��� 	� ���

	�������	�� !���� ��	�� �� ���� �� ���������� ��
 	� ��������� 
��!!�
 ���� ��� ��� ��� ��������

*����	� �� ���!��� ��������� Ω ∝ lnZ� 	� ��� ����� �� SI 	� �� ���	���� 	������� !���� ��
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�������� ���� �	� 
�����
��� ������� ����

〈
SlI

〉
0
=

´ Dφ eS0SlI´ Dφ eS0
. ����

��� �����	�
� �
��������

�� �	� ���� ������� �	� ��
���� ����������� ���� φ(K) �� ������ �	�� �� !	" �	� ������� ��

#���
��� ���$
������ 	�� �� � ������
���% &������ ������� !��� ������ �	� ��
�'�����������

$
�������� ��� ������� K = (k0,k) X = (t,x) = (−iτ,x) ��� �	� #��(�!�(� ������ ����
��

!��� � ������� " K ·X = k0x0 − k · x 
���� �	� #��(�!�(� ������ diag(1,−1,−1,−1).

�� !� ������� �	� ��
���� �������������� �� �	� ���� !� 	��� �� ������� �	� ����������"

���������� )$% ��*�% + �������� �
������ "����� � �������� ��
���� �������������� �	�� ������

φ(X) =
1√
TV

∑
K

e−iK·Xφ(K) =
1√
TV

∑
n,k

ei(ωnτ+k·x)φ(K) . �*,�

�� �	� �	�����"����� ����� �	� �������� �
� ���� k ������ �� �������� 
� �	� �
� ���� �	�

ωn ���"� ��������% -� �
���� �	� ����������" ����������� !� ����

ei·0·τ = 1 = eiωnβ �*.�

!	��	 �� �$
������� ��

ωn = 2πnT �*��

!	��� ωn ��� ������ /#���
��� ���$
������0 �1�%

��� ����
������� ����� ��
 φ4� ����
�

)���
����� )$% ��2� �
��� �
� �� � ���� ����������� �	�� �� ���(� �� ���� ���	� ��� !� ����

�� 
�� �	� ���	��$
� �� ��"���� ��������% -� ����
��� �	� ��"���� �
��� �� φ4'�	���" !� ��(�

� ���( �� �	� ���� ����� ���������� �� lnZ0�

lnZ1 =
−g2 ´ dτ ´ d3x ´ Dφ eS0φ4 (x, τ)´ Dφ eS0

�**�

!	��� �	� φ4 ' ���� ����� ���� �	� ����������� ���� �� �	� 3����������

LI = −g2φ4 . �*4�

5��� �	�� �	� ���� ����� ���������� �� ������" �� ����� g2 ����� !� 	��� !������ �	� LI ����

��� ����� ������������� ������" �� g2% 6�������� �	� φ4' ���� �� �	� 3��������� �� !������ ��

LI = − λ
4!φ

4 !	��� �	� ��
������ ��� ������� " g2 = λ
4! % �� �	�� !��( !� 
�� �	� ��������� ��

)$% �*4�%

�� !� ��! ������ �	� ��
���� ����������� ���� )$% �*,� ���� )$% �**� !� ����� ���� ����

.,



������ �� ���	
 ����� ����
��� 
� 
�� ���		��� lnZ1�

��
���	 	�� ���� 
�� ��������� �����		��� ��
�� � ����
�� �����
����

lnZ1 = −3g2βV

(
T

∑
n

ˆ
d3p

(2π)
3D0 (ωn,p)

)2

����

����� �� ���� �� ��� 
�� !��� �������
���

D0 (ωn,p) =
−1

ω2
n + p2 +m2

. ����

"�� 
���# �� 
�� φ4(x, τ) 
��$ �	 � ������$� %� ���� 
� ���� � ��		 ��
� ���� ��$	 ���	���

���$ 
�� ����
� ����� �� φ4 ��
� 
�� ���
�� �
 
�� 	��� ����
 (x, τ)�

φ4(x, τ) : ��
��

(x, τ) . ��&�

'� $�$��
�$ 	���( 
��	 $���	 ��
�� ����� 
�� ������� 
���	���$�
��� �� �����  ���( �� ��

��!�� ��� ���� ��
� 
�� ��) �� ��
����� $�$��
�$ ��� 
�� ����	������� ���*�����

(p�, ωn2
) (p�, ωn3

)

��
��

(p�, ωn1
) (p�, ωn4

)

��+�

,� �$���
��
 ��
 �� �������� -*� ���� �	 
��
 
�� ���
����� ��
����� ����	��	 ����		 ��� ���$���

n3 = −n1, p3 = −p1, n4 = −n2 ��� ��� 
�� �
��� ��		�!�� ���$�
�
���	� .��	 $���	 
��
 ����

	� ����� /!�!!�� ������$	0 ��
��!�
� 
� 
�� 
���$�� ���		���� %� 1�	
 ���� 
� ����
 
��

���	 �� ����	 ��� !���	� 
���� ��� 
���� ���	 
� �� 
��	( �� �!
���( �	 �� ���� ������� 	��� ��


�� �����
��� � �$!���
��� ��
�� �� 3�

2� �� �� ���		 
�� ������$$�
� ����	 ��� 
�� φ4)
������ .�� ���
�� �	 
�� ����
 �� ��
��)

�
���( 	� �� �		���
� � ��
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�� D0(ωn,p).
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/�  ��  ����� −g2 ��� 
�	 '
��
� �� ������
� 
�
��� �� ���
���� ����
�'���� � 
�	
'
��
��

��� �����	
 �	��

�	
 �	
��� ���� ���
���
� ��� ���
� �
��0
�
���� ���

���� ���� �� *
��
 ���� ��  ���0

�
����� �� �	
 ��

 �������� �	� ���
� ���� �	
 ���������� ���
������ �� �	
 ������
� ���	

�	
 ����������� �
����� �	��� 
'
� ����
�� ������
� �(���
  ���� 1��� ��� ��� �
 �
�

�	
 ������ ��� �� !
�� ���	��� ���� �� �
�
������  �� ��� �
��� �
 ���
 ����
������ �� �	


'���	��� �	����� ����

 � �
�����
� 
���
��  �������� �	����  ������
 ���� ��
 ����� �� ���	
�� �� �	
 ��0

������� 2���
 �� ��� ��  �����	� ���
�

�	
 2��� ���
� ����
����� �� �	
 ���
 ��  �����
� ������� �� �	
 �����
 �� �	
 ���
 ��	�� ��

�
 �
��'
� �� �	��� 
������ �

 #$%��

)+



�� ���� �� �����	
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�� ���� �� ����

����� ��� ���� �� ��� 
�� ��� �����
�� ����
��� �� ��� �	�
�����
 ����� 
� ������� ���
�
������

�� ���� ��� ������ ������ −g2 ��� ��� �
�� ������ T · ∑n

´
d3p
(2π)3D0(ωn,p)� ��� 
���
�� ���

�����
�� �
�� �� �� ��������� 
� ���
�� �� 
����	��
�� ��� 
� ��������� ��� ���
����� �

m2
D = 12g2T

∑
n

ˆ
d3p

(2π)3
1

ω2
n + p2

. �!" 

�� �������� ��� ��	 ���� ��� #�������� ���$���
��� �� ��� � ��
% 
������ �� � ���	��� ��� ���

��	� ��
� 
� ������ 
�������
���

����� ��� �	
� ������ ��
��
���
�

&� ��
� ������� �� ����� �
�� � ����� ��	
���� �� ��� ���
��� ������	� &� f(z) ��� ���� 
�������

�
������
�
�� zn ��� 
� ���������� ���� ������
� �� �� ����
�� ��� ������ 
������� �� � ��	

���� ��� ���
���� ���� ��� ������� �� ��� ������ �����

1

2πi

˛
C

dz f(z) =
∑
n

Res f(z) |z=z0 . �!' 

&� �� �� ��
�� ��� ����
�� f �� ����
�� �� ��� ������
 ����
��� f(z) = ϕ(z)
ψ(z) � ��� ���
��� ��

�� �������� ���
���

Resf(z) |zo=
ϕ(zn)

ψ′(zn)
. �!( 

&� ��
� ���� �� ��� ��� ���
��� ������	 ��� ����� ��� ������ )�� ��� ��	 ���� #��������

���$���
�� �� ����� ��� � ����
�� �
�� ����� 
� ��� � ��� ���� ��� ������ 
������� ���� ���

����� 
� ��� ��	� �� ��� ��
�
��� ��	� *� ���� �� ������� � #�������� ��	 �� ��� ������
��

���	

T

∞∑
n=−∞

f(p0 = iωn = 2πnT i) �!+ 

����� �� ���� 
�������� p0 �� ��� ���� �	������ �� � ����������� ��� ������
�� 
������� 
�

��� �������
�� �� ,$��!+ �� � ������ 
��������

T

2πi

˛
c

dp0f(p0)
1

2
β coth

(
1

2
βp0

)
. �!! 

)�� ��� ������ �� ��� ,$� �!( ��� coth(x) = cosh(x)
sinh(x) � ��� ����� �� ��� coth(x) ����

sinh

(
1

2
βp0

)
= 0 ,

1

2
βp0 = πni , �!- 

p0 = 2πnT i = iωn .
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2πi
∑

Res

{
T

2πi
f(p0)

1

2
β
cosh

(
1
2βp0

)
sinh

(
1
2βp0

)}
����

=
∑
n

2πi

2πi
T · f(iωn)1

2
β
cosh(iωn)

cosh(iωn)
· 2
β

=
∑
n

T · f(iωn) q.e.d.

��� ������ �����
 ����� ���� ���� ����

������ ��� 	����� ��� ������ �
������ �� �������� �������� ���  �
����� ������� �� ���

����� ��� �����
 ���!���� �� �
�� � ��� ���� ��� ��"������ ���� �����
 �������� ��� ���!
�������

����! ��� ���!���� �#�� �� ���� ����

��� �� ���� �� ����!� ��� �#	�������� �
������� �� ��� coth( 12βp0) �� ��� ��������! ����

coth
(x
2

)
=

cosh
(
x
2

)
sinh

(
x
2

) =
e

x
2 + e−

x
2

e
x
2 − e−

x
2
=

e
x
2

e
x
2 − e−

x
2
+

e−
x
2

e
x
2 − e−

x
2

=
1

e−
x
2

(
e

x
2 − e−

x
2

) +
1

e
x
2

(
e

x
2 − e−

x
2

) ��$�

=
1

1− e−x
+

1

ex − 1
= −1

2
− 1

e−x − 1
+

1

2
+

1

ex − 1
.
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�

1

2πi

ˆ −i∞−ε

i∞−ε
dp0f(p0)

(
−1

2
− 1

e−βp0 − 1

)
+

1

2πi

ˆ i∞+ε

−i∞+ε

dp0f(p0)

(
1

2
+

1

eβp0 − 1

) ����

���� �� ��	 �
 ��������	� p0 → −p0� ������ 	�� 
��� 
� 	�� ����	� 
� 	�� ��	���	�
� 	
 ����

�� � ���
�� ����� ���� ��� ������ 	�� ����	�
�� f(p0)�

T

∞∑
n=−∞

f(p0 = iωn) =
1

2πi

ˆ i∞

−i∞
dp0

1

2
[f(p0) + f(−p0)] ����

+
1

2πi

ˆ i∞+ε

−i∞+ε

dp0 [f(p0) + f(−p0)]
(

1

eβp0 − 1

)
. ����

��� �����
� �� 	�� ��	���	�
� ����	� ������ ���
	�� 	�� ���	� 
� 	�� ��
��� �
�	
� 

����� �����	 
��� � ��� ��������� ����

!� 	��� �"��	�
� �� ����	 f(p0) = − 1
p20−p2 	
 �������	� #" ���� $
	� 	��	 p0 ������ 
���

"����	��� 	����
� f(p0) = f(−p0) 

1
2πi

´ i∞
−i∞ dp0

2
2f(p0) +

1
2πi

´ i∞
−i∞ dp02f(p0)

1
eβp0−1

��%�

= 1
2πi

´ i∞
−i∞ dp0

1
−p20+p2 + 1

2πi

´ i∞
−i∞ dp0

2
eβp0−1

1
−p20+p2 .

�
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���	� 	�� &�	 ��	����� �� ��	
���� � ��� '���(�� p4 = ip0 �� �
�	� �
��
���	 
� �

�
�)'��	
 p = (p, p4) *
�������� dp4 = i · dp0 �� 
(	��� 	�� '����� ��	 �� &�	 
�� ��	�

���	������� ��	� 	�� �����	
 
� 	�� �������� ���� ���� #" ������

m2
D,vac = 12g2

1

2π

ˆ ∞

−∞

d3p

(2π)3

ˆ ∞

−∞
dp4

1

p24 + p2
= 12g2

ˆ
d4p

(2π)4
1

p24 + p2
. ��+�

��� ����� ���� �
���� �
� 	�� i2 ������� ��	� 	�� ����� 	��	 �� ��"���� (� �������� 	��

����	� 
� 	�� ���
�� ��	���	�
� 

���� ��	���� �� ����������	 
� 	�� 	�����	��� 	����
� �	 ����	� ���
 �� 	�� ����	 T → 0 

���� �� ��� �	 �� ������ 	�� '����� ��	 
� 	�� �������� ���� ��� �
(��� �� 	��	 	���

�������
� �� ��	����� ��'����	 ���� ��'������ ��� 	
 (� �����	��� �
 ���	���� ��	� � ����)

�
���	�� ��	)
, Λc 
� p =
√
p24 + p2 -���� 	��� �� �
 ���������� 
� �� ������ �� ���

���	�� 	
 �������� �

����	�� �� �
� �������
�� ��� ��	���	� 	�� &�	 ��	 
� 	�� .��
(���

��	������	� ����� ������ ������ � ���	
 
� 2π2 

m2
D,vac =

3g2

2π2

ˆ Λc

0

dp
p3

p2
=

3g2

4π2
Λ2
c ��/�

�
 �����	� 	��� �� ��� � �
��	�	�� − 1
2δm

2φ2 	
 	�� 0��������� ����� �
�	�(�	�� 	
 	��
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��������� �	�� ���
�� ��� δm2� �� ������ ��� ����������� �� ���� 	 	� ��	�

m2
D,vac,ren =

3g2

4π2
Λ2
c + δm2 = 0 .

���� �	� �� ���� �� 	�� ����� �� ��� ���
����� ���� �� ��������� ��	���� �� ����

����� �����	 
�	� �� �� ��	������ ���� �� O(g2)

��� ��� ������ ������	� �� ���  !"# � ������ ��� ������� 	 �	�� ���� �� ��	� �� �������� ����

��� 
��� �� ��� ��	� 	���� �	���� p0 = + |p| �$�%

q0

C1

�

��� ������	 �� ���
��� ��� ������� �� ����� �	��% &� 	 �������� f(z) �	� 	 
��� z0 �� �����

n� ��� ������� �� f(z) ��

Resz0f =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

∂n−1

∂zn−1
[(z − z�)

nf(z)] .  '!#

�������� ��� �	�� 
�������� 	� ������� � ���
��� ��� ��� �	���� 
	�� �� ��� ��������� �	��%

m2
D,mat = 12g2

ˆ
d3p

(2π)3
1

2πi

ˆ i∞

−i∞
dp0

2

eβp0 − 1
· 1

−p20 + p2
����

= −12g2
ˆ

d3p

(2π)3
2πi

2πi
lim

p0→|p|
2

eβp0 − 1

(−p0 + |p|)
(|p| − p0)(|p|+ p0)

= 12g2
ˆ

d3p

(2π)3
1

|p|
1

eβ|p| − 1
=

6g2

π2

ˆ ∞

0

dp |p|n (|p|) .
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���	 �� �� ��� ����������� �� 
��
���	� ����
����� ���� ����	 �� ��� ���������
�� ��������

���� n(p) �	 ��� ��	�� ��	���� ��	�������� ��
�����

n(q) =
1

eq/T − 1
. ��!�

"��	 ����������� 
�� �� 
��
����� �������
���� ��� �����	 ��� ��������� ��	���

m2
D,mat = g2T 2 . ��#�
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���� ����#

���� �
��
� �������� �� ��	 ���	 ���� ��	 ���� �	��	� �� ��	 �	��� ���� ���	���� p� ��	

����	 ���� ���� ���	���� q 
� �� 
 ���� ���	 ���� ��	 �	��� �	��	� �
�$ �� ��	 ���� ��	�

����� �
���	� 
��� p �	 �� ���	���� ����	��
����� ��	 ������
����� �
���� ��� 	
�� �	��	�

��� 
� �	�����	 	
���	�� 12� 
� 	
�� �	��	� ���	� �� ���� 
 �
���� �� −g2�

m2
D |g4 = 12g2T

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3
1

ωn + q2
· 12g2T

∑
ωm

ˆ
d3p

(2π)3
−1

(ωn + p2)
2  %&!

�� ��	���
� ���� ������
 �	 �
�	 �� 	���
�� ��	 �
��
��
��� ���	� �� ���	 	�
��# '
��

����	 ���� �	
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� ���	��
���� 
� ��	 ��� ��	� ��	 (
����
�
 ��	)�	���	� ���	� ��	

�	��	�
���	� '�	�� ���	��
� ���	 ���� ��	 �	��	� �� 
����	� ���	� ���� ��� ��� ����
�
����

���� �� ��� ��	 �	��� ����
�
��� �� �)�
�	�

��	 ���� �
�� �� "��� m2 
� O(g2)� *��$��� 
� ��	 �	��� ���	��
� ��	 �
� 	
���� �		 ��
�
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���
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ωm = 0 :

ˆ ∞

0

dp

p2
IR divergent
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�� O(g6) ��� ���� �	��
��� 
��� m4� �	 ��� ����	� ���� ��� ����
�	�� �� ��	 ������ ����

��	 �� ���	 �����	
 �� ��� ������� ����� ���
�����

(
12g2T

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3
1

ωn + q2

)2

︸ ︷︷ ︸
m4

D

· 12g2T
∑
ωm

ˆ
d3p

(2π)3
−1

(ωn + p2)
3︸ ︷︷ ︸

ωm=0:
´∞
�

d3p

p6
IR divergent
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��� ��� �����	�	
 ���� mN−2
D |g2 �� ��� ����� �" N − 2� ����� N ��"��� �� ��� �����	� �����#

!� ���� ��� $%&����
�	��� �� ��� �� ��� ��� $% ����
�	� ���
���� �	 ��� "������	
 ����

G0 +m2
DG

2
0 +m4

DG
3
0 +m6

DG
4
0 + ... =

∞∑
n=1

Gn0m
2n−2
D =

1

m2
D

∞∑
n=1

Gn0m
2n
D �'( 

=
1

m2
D

∞∑
n=1

(
G0m

2
D

)n
=

1

m2
D

( ∞∑
n=0

(
G0m

2
D

)n − 1

)
=

1

m2
D

·
(

1

1−m2
DG0

− 1

)

=
−1

−G−1
0 +m2

D

=
−1

ω2
n + p2 +m2

D

.︸ ︷︷ ︸
G

$	 ��� ����	� ��	� �� ��� ��� ����� �" ��� 
�������� ���
∑∞
n=0 x

n = 1
1−x # $	 ��	����� �� ���

���� �����
���� G0 �� ���� G ��� ������� �����
����# $	 ���� "������ �� ��	 ��� ��� �� ����

��� �����	�	
 ���� � ���������	 �� ��� "��� �����
����# $	 ��� ���� ��	� �� ��� G0 �����������

�	 ����� �� ����� ��� ��� ���������� �� �� ��� �� �������� �� �
��	 �	��� ��� �	��
���# !��� ��

���	����� ���� ���������	
 ��� O(g2) ��	��������	 �� �����	 � ����	 O(g3) ����# !�� �)�����	

����� �� ��� �� ���� 	�� �� ��� "������	
�

m2
D |g3 = 12g2T

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3

(
1

ω2
n + q2 +m2

D

− 1

ω2
n + q2

)
. �'* 

*+



���� ��� �	
� ���� n = 0� ����	�����
 �� ��� ���� �� ������ �	�	� �������	��� ωn = 2πnT �

�� 
�� ωn = 0 �� ��������� ��� �����	�� �������������

m2
D |g3 = 12g2T

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3

(
1

q2 +m2
D

− 1

q2

)
����

= 12g2T

ˆ
4πq2 dq

(2π)3

(−m2
D

)
q2(q2 +m2

D)

=
6g2

π2
T

ˆ ∞

0

dq
−m2

D

q2 +m2
D

= − 3

π
g2TmD

= − 3

π
g3T 2 .

�� ��� ��
� ���� �� ��
�	�� mD |g2= gT �

��� ����������� � ��� 
�	������ ��

 �� �����	 �	�	 � !�	��	������ ����	� �
 ����� ���


��!� � ���
 ���
�
� 
� ���  �	���	 	�
���
 �	� ��"��  	�� ����	���	� #�$�

m2
D = g2T 2

{
1− 3

π
g − 9g2

2π2

[
ln

μ

2πT
− 4

3
ln
g

π
− 2.415

]}
+O(g5) . ��%�

��� ��������

��� ����
� �	�	 ��		������ �� ��� ���	��� !	�

�	� �
 ��&�� �� '��� (� )
��� ��� '������ 	���


�� ��	 "������� � *��
���	� 
��
 �� ��� ��
��� ���!��� ln(Z1) :

ln(Z1) = −3g2

(
T

∑
n

ˆ
d3p

(2π)3
D0(ωn,p)

)2

��+�

= −3g2
(ˆ

4πp2dp

(2π)3
1

p
n(p)

)2

=
−3g2

2π2

(ˆ
dp p · n(p)

)2

=
−3g2

4π4

(
T 2π2

6

)2

= −g
2T 2

48
. ��,�

-������� �� ��
� ��&� �� ������� ��� −δm2φ2 ��	� � ��� .��	������� ���
 !�	� �
 � �&�	����

����	������� �� ��� &����� !	�

�	� �� T = 0 �� ��� /�	�0!���� ���	��� 1���� ��� ��
�����

!	�

�	� �
 ��� ���
�	���� ��� ��� ���� ���
�	� ���	�� �� !	�

�	� �2�	����
� �� ��� �������

��� �&�	���� !�	� � ��	 �� 	���	����/� ��� &����� !	�

�	� �� /�	��

'�	 ��� ���� �	�	� ��� 
��� !	�����
 �	�
� �
 �� �	�� ��� �����	��
 �	� �� �&�	����� 
� ��

�!!�� ��� 	�
�������� 
����� ���� ����� �� ���!��� ��� ���� �� ������ �	�	 ��		������  �	

��� !	�

�	�� -� ��� ��� �� ������  �	 ��� !	�

�	� #�$�

P = P0

[
1− 15

8

( g
π

)2

+
15

2

( g
π

)3

+O(g4)

]
. ����

(3



P0 = T 4
(
π2

90

)
�� ��� �������� 	
 �� ���� ��� 
	� �������� �	�	��� �� ��� �� �	����� �������


�	� ��� ���� �������� ���� ��� 	������� ������ ���������� ����	�� ��� ���������	� ����� ��� 
	�

�������� ��� 	� ����

��� ������� 	
 �� �	������

��� �	������ ��� �� �����	�� �������� �	� � �	������� ��� ������� 	
 ��� �	������ �� ����� ��

��� �	����	� 	
 ��� 	����		� β�
�����	��

β(g2) ≡ μ
∂g2

∂μ
=

9

2π2
g4 +O(g6) . ��� 

���� �!�������� �"����	� ��� �� �	�#� ����� ��� ��������	� 	
 #��������$

1

g4
dg2 =

9

2π2

1

μ
dμ . ��% 

����	����� ��� �����#�	��� ����	! Λ �� ��� #���� 	
 ��� �	������ �� Λ, gΛ� �� ��������� �	��

���� �� 	�����$
1

g2μ
=

1

g2Λ
+

9

2π2
ln

Λ

μ
. ��& 

'	� μ → 0� �� 	�#�	���� ��� gμ → 0� �����
	�� ��� �	������ �� μ = 0 �� �	� � �		 "�������

�	 ����������(� ��� ���	��� �	 �� ��#� ��	��� ��� ����� �������� �	 )* ��� �	������ �� μ = 2πT

�� ��	�� g(μ = 2πT ) ������ �� g.

��� ���	� ����� �	 �����	� �� ���� ��� �	������ ������ ���	��� ��)���� �� � )���� #����

	
 μ = ΛL$

ΛL = 2πT · e 2π2

9g2 .

���� �� ����� � ����� �	��� ����� ����� ���� �� �	������ �	 +,-� φ4����	�� �� �	� ������

�	������� 
���� �� �� �	������ ���� ��� �	�� �� .��� � ������ 	
 ��� ����������	� �	�������	� 	
 ���

β�
�����	�� ���� � ���� ���� ��� ����������#� ����	*�����	� ����/� 	�� �� ���	�� �	�������
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� �������	
���	�� ����������	�� ���
�

������ ��� �	
���� �� ���� ������ g � 0.1� ��� �	������	�� �� ���� 	���� 	� ����
�����	� ���	��

�	� ��� ������� ���� ��� ��� �����
�� �	 �	� �������� �� �����
��� ���� �� �� �	������ �	 ����

�� �	
�� ������ �	� � 		� ����
������� �������	� ����� �� ���� �	 ������ ����� 	� �����

	����� ���� �� ��� �� ������ �	� � ����	� �	 �	������ ��� ��	�� ���� �������� ��� �	������

��� �	 �	 ���� �� ��� �	������
������� ���	���������	� �	
� �� !"# �	��������

��� ����� ���� 	� ��� � !" �� �	 ��� � ��
���	� ΔSκ �	 ��� ��������� ����	� S� ����

��
���	� �	��� ���� � �	����
	
� ��������� κ ��� ������ ���	 ��� $������� ���� φ2� �	 ��

����� ��� �	�� 	� �� ������	��� ���� ����� ΔSκ ��	
�� �	����� �
������ ��� %
���
� &
��
���	���

�	 �� �	�� ������ ��� ������� �� �� �	��	��' (� ����� ���� ���� �������� ���������� �� κ = 0

��� T = 0� �
�� 	� κ ��� �	��
�� ��� ���� %
�������� �� T = 0 ��� ���� �	��	� ��� &	� ���)

�	 κ = 0 �	� ���� T �= 0� *	 �� ��� ���� �	 	����� ��� �������� %
�������� �� 	
� �
�� %
���
�

���	��� �	������� ��� &
��
���	��� +,-

��� �����	
��� � 
�� ���� ���	
���

�	 ��)� ���� �	�) ���� ���� �	 �		) �	� ��� ��
���	� ������ �� �� �	���� κ. ���� ����� ����

�� ���� �	 ������ � &	� �%
���	� �	� ��� �.������ �	������� Γκ [〈φ〉]� ������	�� �� ����� ����
��� ��
���	� �� �	����
� ������ ���� ��� /	
���� ������	�� 	� ΔSκ�

ΔSκ =
T

2

∑
ωn

ˆ
dd−1q

(2π)d−1
ϕ(q)Rκϕ(−q) , �01#

����� q �� ��2��� �� �	
���������	��� �	����
� ����� �� ���	��' q = (q0,q)� q0 = iωn ��� ���

3���
���� ���%
������ �����	��� �������� Rκ �� � �
��	. �
����	� ����� ��	
�� 	 �	 ���	 �	�

��� �	����� ��� �	 κ2 �	� q < κ. *���� Rκ �� ���� �� �	����
� ������ �� ���� �	 ����	�� �

/	
���� ������	�����	� 	� 	
� 2����� ����� �� ���	��� �� ϕ(q). ��� �	������� "����4� �
����	�

	�� ����)�� �� �	��� 	� ����������� ���������� ��� 5����	��� ���� ����� �� ���� �� ��� ���
���

�	������ 	� ��� �������	� �
����	� Zκ� 6� ��� ������������ �	������� �� ��� �	������ �	��
��

��� �������� %
�������� �� ����� � �	
��� ���� �	 ��� $�������� ��� ���� ����� 
���� ���

��&
���� 	� ��� �	
��� j �	� ���	���

Wκ[j] = ln

(ˆ
Dϕe−S[ϕ]−ΔSκ[ϕ]+

´
d4x jϕ

)
= ln(Zκ) . �0,#

6� ��� �
����� ��������	� 	� ��� &	� �%
���	�� �� ���� ����	�
�� � ��	������ �	��	� �	�

��� 6������ 	��� ��� ������� �	��	����� 	� q ��� ��� �
� 	��� ��� 3���
���� ���%
������'

T ·∑ωn

´
dd−1q
(2π)d−1 → ´

q
��� ϕ(q) → ϕq� ��� 	���� �������� �	�����	�� �	 ��� �������������	���

������� 	��� ����� �	 ������ ��	� ������� %
�������� �	 �
�� %
��������� �	� ������� ��� �
�����

������� j�

7
� �	 	
� ����	�
���	� 	� ��� �	
��� ���� j �� 	
� �
����	��� Wκ[j]� �� ��� 	����� ���

8,



����������	 
���� � ��� ���� ϕ �� �	����	�� ����
����	 � W ���� ������� �� j�

φκ,J = 〈φ〉κ,J =
δWκ

δJ
, ����

δWκ

δJ
=

δ

δJ
ln(Zκ) =

1

Zκ

δ

δJ

ˆ
Dϕe−S[ϕ]−ΔSκ[ϕ]+

´
d4x jϕ =

=
1

Zκ

ˆ
Dϕϕ(x)e−S[ϕ]−ΔSκ[ϕ]+

´
d4x jϕ = φκ,J . ����

���� �� �����	��� ��� ����������	 
���� � ��� ����� ���  !" ��#�� �� �� ���
��  !" ����" $�

���	 ��� �%����
� ����	���� Γκ [〈φ〉]� �� ��
� �� �����& � '���	��� ���	���&����	"

Γκ [〈φ〉] = −Wκ[j] +

ˆ
q

jφ−ΔSκ ��#�

( ���� '���	��� ���	���&����	 ����� 	�� �	����� ��� ���� ���&� �� ��� �� �� ����� �� ��	�"

)�� κ → 0 �� ��
� Wκ → 0 �	� ΔSκ → 0 �	� �������� Γκ → Γ" *� ��� ���� ��� �������	��

���& ���� 	�� ����� ��� κ→ 0 ��&��" (� ��� ����� �	� � ��� ������ κ→ Λ� �� 	��� ���� ���& ��

������� ��� ��� !��	������" )�� �	 ����� ����
����	 ��� +#,"

-�	�� �� ��	� �� ��&���� ��� ���	�� � Γ ���� ������� �� κ, �� ����� ��� ������� ����
���
�

� ��� �%����
� ����	���� ���� ������� �� ��� ����� ����&�����

∂Γκ
∂κ

=
−∂Wκ

∂κ
+

∂

∂κ

ˆ
q

(jφ)− 1

2

ˆ
q

φq∂κRκφ−q , ��.�

∂Wκ

∂κ
=

1

Zκ

ˆ
Dϕe−S[ϕ]−ΔSκ[ϕ]+

´
d4x jϕ

{
−1

2

ˆ
q

ϕq∂κRκϕ−q +
ˆ
q

∂κjκϕ

}
. ��/�

0��	� ��� ���	����	 � �	 ����������	 
����� ��� ���� �	������ 
�	����� �� �������	� ��� ϕ ��

φ = 〈ϕ〉�

∂Wκ

∂κ
= −1

2

ˆ
q

〈ϕqϕ−q〉 ∂κRκ(q) +
ˆ
q

∂κ (jκφ) . ����

1	 ��� ����	� ���& ��� �	������ �� 2��� ��� �����3��&�	���	�� �	������� �����	� ������� � ���

�����	� ��	���� jκ" 1 �� �	���� ���� �	  !" ��.�� ��� ���& ���������	�� �� j ����� ��� �	� ��

�����	 ��� ���� �������

∂Γκ
∂κ

=
1

2

ˆ
q

∂κRκ(q) (〈ϕqϕ−q〉 − φqφ−q) . ��4�

$��� ������ ��	 �� ��&������ ���� ��5�	� � ���5 �� ��� ����	� 
�������	 � Γ ���� ������� �� ���

�����
δΓ

δφ
= −
ˆ
δW

δj︸︷︷︸
φ

δj

δφ
+ j +

ˆ
φ
δj

δφ
−
ˆ
q

φqRκ(q) = j −
ˆ
q

φqRκ(q) . ��6�

$��� ����
����	 �� 	�� 
��� ������ �	 � &����&������ ��	��" 7������ δ3�	����	� ����� �	� 
�	���

��



����� ���������	� �� �
�� ���� �	� �� ���� Γ � ���	�� �����

δ2Γ

δφδφ
=
δj

δφ
−Rκ(q) . ����

����� δW
δj = φ� �� �� ����� �
�� δ2W

δj2 = δφ
δj ��� �
����	��

δj
δφ =

(
δ2W
δj2

)−1

� �	 �� 
��� �	 ���������

�
�� ��������	��

δW

δJ
=

1

Zκ

ˆ
Dϕϕe−S(ϕ)−ΔS(ϕ)+

´
jϕ = φ ,

δ2W

δJ2
= − 1

Z2
κ

(ˆ
Dϕϕe−S(ϕ)−ΔS(ϕ)+

´
jϕ

)2

+
1

Zκ

ˆ
Dϕϕϕe−S(ϕ)−ΔS(ϕ)+

´
jϕ ,

δ2W

δJ2
= 〈ϕϕ〉 − 〈ϕ〉 〈ϕ〉 . ����

 
�� �
	�� �
�� (〈ϕϕ〉 − 〈ϕ〉 〈ϕ〉)−1
= δ2Γ

δφδφ+Rκ �
�� ������ 	�� !��� ������ �	� �
� "	� �#����	��

∂κΓκ [φ] =
T

2

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3
∂κRκ(q)

[
Γ(2)
κ +Rκ

]−1

. ��$�

��� ����� 	�
��
�� ��������
��

 
� �	��� �	������� ����	������	� �� � ���
	� �	 �	��� �
� "	� �#����	� �� %��	 ��������

�	������ &� ������ �
�� Γκ 
�� � ������ �	���

ΓLPAκ [φ] =

ˆ β

0

dτ

ˆ
d3x

{
1

2
∂μφ∂μφ+ Vκ(ρ)

}
. ��'�

(� �
�� �#����	�� Vκ(ρ) ���	��� �
� �)������ �	������� ��� ρ ������ �� �� �**�������	� �	� ρ = φ2

2 

(� �� ������ �
�� �����% ���	 *	�
 ����� 	� +# ��$�� �� 	*���� � ��� "	� �#����	� �	� �
�

�)������ �	������� ,� �
� �
�� �� *���� �
� ��������	� ���
 ������� �	 κ ����� 	��� �
�

�)������ �	������� ������� 	� κ� ��� �
� 	�
�� ����� �����
 ,� �
� �
�� �
� ���	�� ������	���

���������� 	� ΓLPAκ ���
 ������� �	 φ 	����� -� !���� �� 	��� ��.� � �		. �� �
� ���� �	��������

∂μφ∂μφ  	 �	����� �
� *�
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� ����������� ����� ������	��� ���������	�� �� �����

	��� ����� � /	����� ������	�����	� �	 �
� !���

φ(x) =

ˆ
d4q eiqxφ(q) ��0�
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 ���
����� ������
����

δ

δφ

(
∂μφ∂μφ

)
=

δ

δφ(q′)

ˆ
d4q ∂μeiq·xφ(q)

ˆ
d4p ∂μe

ip·xφ(−p)

=
δ

δφ(q′)

ˆ
d4pd4q (i2)q · p ei(q+p)·xφ(q)φ(−p)

= −
ˆ
d4pd4q q · p δ(q − q′)ei(q+p)·xφ(−p)

−
ˆ
d4p d4q q · p δ(p+ q′)ei(q+p)·xφ(q)

= −
ˆ
d4p q′ · p ei(q′+p)·xφ(−p)

+

ˆ
d4q q · q′ei(q−q′)·xφ(q) . ����

�� 
�� ������ ����� 
�� ����� �
��
�� �� ������ �� 
�� ��������� ������ �����
 p · q�  �� ��
������
� 
�� ������ ������
����

δ2

δφ2
(
∂μφ∂μφ

)
=

δ

δφ(q′)

{
−
ˆ
d4p q′ · p ei(q′+p)·xφ(−p)

+

ˆ
d4q q · q′ei(q−q′)·xφ(q)

}

= −
ˆ
d4p q′ · p ei(q′+p)·xδ(p+ q′)

+

ˆ
d4q q · q′ei(q−q′)·xδ(q − q′)

= q′ · q′e(q′−q′)·x + q′ · q′ei(q′−q′)·x = q′2e0 + q′2e0

= 2q2 . ��!�
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� φ� �����

V ′(ρ) ����
�� 
�� ������
��� ��
� ������
 
� 
�� ��$	��
 �� 
�� ��
��
���� ���� ρ�

δ

δφ

(
δV (ρ)

δφ

)
=

δ

δφ

(
dV

dρ
· dρ
dφ

)
=

δ

δφ
(V ′(ρ)φ) = V ′′(ρ) · φφ+ V ′(ρ)

= V ′′(ρ)2ρ+ V ′(ρ) . ��%�
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� ��
� 
�� ���$���� '�� �(�
���� �� �)
��� � ��� '�� �(�
��� ��� 
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�*��
��� ��
��
����

∂κVκ(ρ) =
1

2
T

∑
ωn

ˆ
d3q

(2π)3
[∂κRκ(q)]

1

q2 + V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) +Rκ(q)
. ����

& ���������
 ������ ��� 
�� ��$��
��� ����� ���# ������� �� 
�� ���
��� ��	�����
� �� q ���

������ 
�� ����
����
� $���� �� 
�� ��
����
��� �� 
��� ����
��� ��

Rκ(q) =
(
κ2 − q2

)
θ(κ2 − q2) . ��+�

,-



��������� �	�� �� �	� 
����� ������� ��� ����������� q2 = q2 + ω2
n� �� ������ �� ���
 ���
�

��� �	� 
���
 ��������
 ��������������

∂κVκ(ρ) =
1

2
T

∑
ωn

ˆ κ

0

d3q

(2π)3

[
∂κ

(
κ2 − q2

)
θ(κ2 − q2)

]
ω2
n + q2 + V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2 − q2

����

=
1

2
T

∑
ωn

ˆ κ

0

dq

(2π)3
4πq2 2κ

ω2
n + V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2

=
T

6π2
q3

∣∣∣∣κ
0

∑
ωn

κ

ω2
n + V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2

=
T

6π2

∑
ωn

κ4

ω2
n + V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2

.

�� �	� ���� 
���� �	� ��������� ������� �� �	� ����������� �� ������� � �	� ��� 
����� �� �	�

�����������! �� �	� ������ 
��� �� ��
� ������ � ������ ���� ������ �� �	� ���������� ��

�	� ������ �	��� �������� �� �	�� ���� �� �����������
 ��
(
κ2 − q2

)
δ
(
κ2 − q2

)
��� �	�������

"���! #� ������� �	� $������� �� �� �������� � ����
� ��� �	�� ������
 ����� �	��	 ��� ��

�������� ������
 ���� �	� ���	��� ��������� �� �	����� %�

T
∑
ωn

1

−(iωn)2 + ω2
κ

=
1 + 2n(ωκ)

2ωκ
. ��&�

'������ ω2
κ = V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2 � �� ���

 ������

∂κVκ(ρ) =
κ4

6π2

{
2n(ωκ) + 1

2ωκ

}
. ��(�
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 �� 
� ����� g3 
�� �����
� ���� � ����
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� ����� ���� ����� g4 ������ �� �������
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��� 
�����	 �� ���� ������
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#�
 �� �������� � ������$�� ������� �� %�� &'() ����� �� � ���� 
�� ��
��
��� V (ρ) ������

ρ = 0� *�� ��
��
��� �� ����
���
�� �� ���� � ���	 
��
 mκ = V �

κ(ρ) |ρ=0 ��� g2κ =
V

′′
κ (ρ)|ρ=0

8 +

Vκ(φ) = Vκ + m2
κ

2
φ2 + g2κφ

4 + h2κφ
6

= Vκ +m2
κρ+ 4g2κρ

2 + 8h2κρ
3 . &',)

�� 
��� ����
��� mκ ��������
� 
�� 
������ ���� ����� 
�� �������� �� 
�� ����� ������
�� κ

��� �� ��� !�
� 
��� ��$��
��� ���� ωκ �������+

ωκ = V ′(ρ) + 2ρV ′′(ρ) + κ2 = κ2 +m2
κ + 24g2κρ . &'-)

*�� �� 
 �
�� �� 
� 
�����
� 
�� ��
��
��� �
 ����� O(ρ3) ����� ����� 
� ������
 hκ ��� �����


�
 ��
� 
�� ������ �� %�� &'()� *��� �� ��� ��� 
� � ���� ���� 
�� ������ ��� ������� 
��� �����

� ������

�� ����� 
� �� 
�� � ������� �� 
�� ������ �� $��
 ��$�� εκ �� ωκ ������
�� �
 ρ = 0 +

ε2κ = m2
κ + κ2 . &'.)

/���� �� 
�� ��������� ������
��� 
�� ������
��� �� 
�� ���
���
��� ����
��� ��
� ������
 
� ρ ����

������	 � ���
 
� ���
��� 
��
 ∂ωκ

∂ρ |ρ=0 �� ������
����� 
� 
�� �������� g2κ ������� � εκ+

∂ωκ
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=0

=
1

2

[
V

′′
(ρ) + 2ρV

′′′
(ρ) + 2V

′′
(ρ)

]
ρ=0

· [k2 +m2
κ

]− 1

2 =
3V

′′
(0)

2εκ
=

24g2κ
2εκ

. &'0)

1�� �� �� 
�� � ������� ��� �����
 
�� �����
� �
����� ����+

κ4

6π2

1 + 2n(ωκ)

2ωκ
=

κ4

6π2

1 + 2n(εκ)

2εκ
− ρ

κ4

6π2

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ)

ε3κ
&'2)

+
4 · 9g4κκ4

2π2

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ) + 2

3ε
2
κn

′′(εκ)
ε5κ

.
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��� �� %�� &',) ������ � ��
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10�4 10�3 10�2 10�1 1
�1.5

�1

�0.5

0

0.5

1
m2

κ/T
2

κ

Λ

ΛgTT 2πT

T = 0

T = Λ/100

������ �� �	
� 
� �� ���� �
� g = 1.1032� ��� ���� �
������� 
 m = 0.622T �
� κ → 0� �
�
T = 0� �� ������ �	
�� �� m2

vac,κ/T
2 ����

���������	 �����
�� �
� �� ��������� �� �����	 ���� ��� �� �
��	����

∂κVκ =
κ4

6π2

1 + 2n(εκ)

2εκ
,  !"#

∂κm
2
κ = −g

2
κκ

4

π2

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ)

ε3κ
,  !!#

∂κg
2
κ =

9g4κκ
4

2π2

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ) + 2

3ε
2
κn

′′(εκ)
ε5κ

.  �$$#

��� �����	
�� �� �� ���� ����
��

%� 
���� 
 �&��� �� ����	� 
� �����'��
� ��
�� �������� �� ������ (� �� ���
���� ��

���������� ������ ���	� ξ� ����� 	��� '����� �
� ��� ���� �
����� ����

gT 	 ξ 	 T .  �$�#

%� ���� �
 ����
��� ������� �&�����
�� ��� �
���'	�� �
� �� ���� �
����� κ > ξ� �� �&����

ε2κ �

ε2κ = κ2 +m2
κ = κ2

(
1 +

m2
κ

κ2

)
.  �$�#

��
� �����'��
� ��
��� �� �&��� �� �����	 ���� 
 '� mth,0 = gT �
� κ = 0� �
�

κ > ξ 
 gT �� ���
�� ��� �� ���		 ��� �� ����	� ��

ε2κ = κ2
(
1 +O

(
(gT/ξ)2

))
.  �$(#

���� �� �	�
 ��	�� �
� 	���� κ� ����� �� �����	 ���� �� ��
�
��
��	 
 m2
κ = g2κκ

2 ��� �����
��

���� ���		�� ��� κ� �� �� ��		 ��� 	���� %� �� 
��� ������� κ �� ���		� �
 �� ��� �'	� 
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n(κ) =
T

κ
− 1

2
+

κ

12T
+
T

κ
O

(
(ξ/T )

3
)
.  �$)#
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��� ������� ���� �	 ��� 
����� �� �� ��� ���� ���� ��� ���� ����
��� ��� ��� 
����� �� κ�

��� �����	�
������� ����

�	 ��� ����� T = 0 ��� ��� �����������	 ��	����	� �	� ��� ����
���
�� 
�	��� ������� �� ��� �	�	���

����	�	���� ��	����	 e
ω
T �	 ��� ��	���	����� ��� 	�� ��� �� �������	� ��	 �� ����	��� �	 g

�	� ���
�� �������

∂κVκ =
κ3

6π2
− κm2

κ

12π2
+ . . . , �� !"

∂κm
2
κ = − g

2
κ

π2
κ+ . . . , �� #"

∂κg
2
κ =

9g4κ
2π2

1

κ
+ . . . . �� $"

%�� ��� �������� �� &��� �	������� ���� ����� ���� κ′ �� ��� ���'�( Λ�

ˆ Λ

κ′
dκ ∂κVκ =

ˆ Λ

κ′
dκ

κ3

6π2
,

Vκ = VΛ +
κ4 − Λ4

48π2
. �� )"

*���+ �� ���
� ��� �������	 ��� g2κ �� ���������	 �� ��� 
�������

dg2κ
dk

=
9g4κ
2π2

1

κ
,

ˆ Λ

κ′

dg2κ
g4κ

=

ˆ Λ

κ′
dk

9

2π2

1

κ
,

1

g2Λ
− 1

g2κ
=

9

2π2
ln

(
Λ

κ

)
,

g2κ =
g2Λ

1− 9g2Λ ln
(
κ
Λ

)
/ (2π2)

+O
(
g6Λ

)
. �� ,"

���� �������	 ��� ��� ��������� �� x2

1−x2 � ����+ �� ��	 ������ ����	� �� �	 g ���	� ��� ���������

���� -� �� ��	 ��� ���� ��� ���� ���� �� &��� g2+ ����� ������ �� �� ���
� ��� �������	 �� ���

������� ���� �	 ��� 
����� ���� ������ �� �	��������	�

m2
Λ −m2

κ = − g2

2π2

(
Λ2 − κ2

)
. ��� "

�� �� ������ ���� m2
κ ���������� ������ ��� �� ���	��� ��������	�+ �� ��
� �� ����� ���

�	��������	 ��	���	� m2
Λ �	 ���� � ��� ���� m2

κ 
�	����� ��� κ = 0+ ���� ���	��

m2
Λ = −g

2
ΛΛ

2

2π2
. ����"

���� �� �	 �������	� ���� ������� ���� 	�� ��	������.����	 ������ ����� �� ��� ��(���	�� �� ���

������� �� �����������	 ������ �	� ��� */01'��������� �	 ����� g4 ���� ���� �� ����	 ����� �	
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 �	�� ��� ��

���� �����������

m2
κ = −g2κ

κ2

2π2
+O

(
g4Λ

)
. �����
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�� ���� ����
��� �

��	�� ��� ��� �����	�!�! � �	���� ��� ��� ����
��� # � ��$$� 	�! ���� ��� �����	
 �	���

	���	���� �� ε2κ = m2
κ + κ2� 	� ��� 
�	!��� ��!�� ������������ m2 	�! 	 ���������� δm2

κ� m
2
κ =

m2 + δm2
κ� ���� �� ��� ������	�� ��� ��� ������ κ � ξ� ���	��� �����	
 �"���� 	�� ���
�	!���

������ ��� ��
����� ���� �	� �� ���	���! !�����
� �� ���	�!��� ��� �	���� ��
����� # � ��$%�

�� g ��������� gΛ(Λ = 2πT ) = g��

g2κ = g2 +
9g4

2π2
ln

κ

2πT
+O

(
g6

)
. ���&�

'� ��� ������ κ � ξ � �	� ���	�! ��� !����������� ��������� 	�! ����� !����	������

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ) +

2

3
ε2κn

′′(εκ) =
16T

3εκ
+

ε5κ
5670T 5

+O

(
ε6κ
T 6

)
. ���(�

��� ��� 
�	!��� ������������ �� �� ��)����� �� *��� ��� +��� ����� �� ��� �� � �	���� ����
�

�������

∂κg
2
κ =

24g4κ
π2

κ4T

ε6κ
. ���,�

-� � ������ ��� ���	����� �� m2
κ �� ε2κ 	� ��������! 	���� 	�! �	*� 	 ������ ���	����� ���

��	

 ����������� δm2
κ� ���� � ��
� *��� ��� 
�	!��� ���� �� O

(
(δm2

κ)
0
)
�

∂κg
2
κ =

24g4κκ
4T

(κ2 +m2) 3π2
. ���.�

/��	�	���� �� ��� �	��	�
�� 	�! ������	���� �� ���� ��!�� ���� κ′ �� ξ ������	

− 1

g2κ

∣∣∣∣ξ
κ′

=
3T

π2

(
3

m
arctan

( κ
m

)
− 5κ3 + 3κm2

(κ2 +m2)
2

)∣∣∣∣∣
ξ

κ′

+O (ξ/(gT )) . 
���

�� ������ ��� ������� �������� ��� g2κ �� ���� �� ������ ��� ������ �� ��� ����������� �� ��� ������

�������� ����� �� ���� ������� ��� ���������� �������� �� ξ → ∞� �� ������ g2ξ �� ������ g2

��� ��� �������� �� �������� �� g	

g2κ = g2 +
9g3

π2

(
arctan

κ

gT
− π

2
− gκT

3

5κ2 + 3g2T 2

(κ2 + g2T 2)
2 +

8gT

3ξ
+O

((
gT/ξ2

)2))
. 
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����������	
 ���	�� �	� κ = 0 �� 	����
 ��� ������ ������

g2κ = g2 − 9

2π
g3 +O

(
g3ξ/T

)
. �����

�� �� �
�������
� �	 ��
��	
 ���� ��� ������ �� �
����
��
� 	� ��� ����������� �� �	 	���� g3

��� ����������� ��
 ������ ���
�� ��� ��
	���������	
 ������ ����� 	
�� �����
� �� 	���� g4

	� ������ ���� �� ��� ��� ������� ��	� ����������	
 ���	�� �
� ��� � !"#�	������� ��� ���

���� �� �	 g3 �
� ����� �	 ��$�� ��	� g4

��� �����	
 �	�� 	 ����� ������	���

�
 	���� �	 �	����� ��� ������� ���� �� %
��� ����������� �� ��&� �	 ����� �� �
�	 ��	 ������� ���

&����� ����� m2
vac,κ = m2

κ(T = 0), �
� ��� ������� 	
�� m2
th,κ = m2

κ(T )−m2
vac,κ '� ���	 �����

��� �	����
� �
�	 g2κ �
� g
2
vac,κ (� �&��� 	����� �� ��&� �	 �������� ��� &����� �	
�������	


��	� ��� ���� ������� ���� �� �� 	��� ����� ��� ������� ���� ������ ��&���� ������� 	� ���

�
%
��� &����� �	
�������	
 ���� ���
� ���� �� �������� ��� �	�����	
��
� )	� �*����	
 	�

��� ���	#����������� )	� ��	� ��� )	� �*����	
 	� ��� ������� ���� ��� ������� ���� ��


�� ���������� �� �
�������
� ��� 
�� ��$���
���� �*����	
 ��	� ��� ���#	$ Λ �	 κ′+

m2
th,κ = − 1

π2

ˆ κ

Λ

dκκ′4

⎧⎪⎨
⎪⎩g2κ′

1 + 2n(εκ′)− 2εκ′n′(εκ′)

ε3κ′
− g2vac,κ′

1(
κ′2 +m2

vac,κ′

)3/2

⎫⎪⎬
⎪⎭ . ��,-�

����� ����	
� ���

��� ������� ���� �� �����
� 	���� ��� �� �� ��
 �� ���
 �� 
�������� ���������	
�� �	��
����

�� ���� �	��
�� ���� �� ��� �	�.�
� �
 ��� κ � ξ ������ /�
�� �� ��
 ��� ε2κ = κ2 �
�

g2κ = g2vac,κ = g2� ��� &����� ���� ��
���� ���� ��� ����	� g2

κ3 	� ��� %��� ���� 	� 0* ��,-�+

m2
th,κ =

2g2

π2

ˆ Λ

κ

dκ′ κ′ · {n(κ′)− κ′n′(κ′)}+O
(
g4

)
. ��,��

(���	��� �� ��&� ���������� ���� �1������	
 �	� κ � ξ� �� ��� ���	��� �	 ��� κ = 0 �
� Λ → ∞
��
�� ��� ���	� �	� κ �� 	� 	���� O

(
g2ξT

)
�
� ��� 	
� �	� Λ �� �
%
����� ����� �� ���� �	� n(κ)

�� �	� n′(κ) (��������� �� ��
 ��� ������� �
�������	
 ��
�� ��� ������� ���� &�
����� �
 ���

������ κ→ 0 �
� Λ → ∞ ���� ����. ���� �� ���� �	�� 	���
� ������	�� �� ��
� �	 ��	� �� 	
��

�1��������+

m2
th,0 =

2g2

π2

ˆ ∞

0

dκκ · {n(κ)− κn′(κ)} ��,,�

=
2g2

π2

⎡
⎢⎣ˆ ∞

0

dκκn(κ)−
=0︷ ︸︸ ︷

κ2n(κ)
∣∣∞
0

+ 2

ˆ ∞

0

dκκn(κ)

⎤
⎥⎦

=
6g2

π2

ˆ ∞

0

dκκn(κ) .
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��� ������	
� 	
������ �
 �� ������ �
� �	���� ��� ������� ������ ��� ��� ����
	
� ���� ��

O
(
g2

)
�

m2
th,0

∣∣
g2

= m2 = g2T 2 . �����

�
 ���� 	� 	� ���� ����	��� �� ������ ��� �����	�� �� ��� ������� ���� ��� ���	������ ��� ������

κ�  � ����� !	�� ��� �����!	
� �"���	�
� !�	� 	� ������ ��� ���� �� ����� #��� !	�� ��� ���

�	�	�� �� 	
������	�
�

m2
th,κ =

2g2

π2

[
3

ˆ Λ

κ

dκ′
{
κ′n(κ′)− κ′2n(κ$)

}]
. ���%�

&�! !� ������� � ������ ���	�� ����
�	�
 ��� κn(κ) �
� ���� ��� κ2n(k) !�	� 	� ��� ����

�������	�
 ����	��	�� �
� ���	
 !	�� κ �

κn(κ) � T − κ

2
+

κ2

12T
+ ... ���'�

&�! !� ��� ���� �� 	
������� ��� ���� ����������� (	
� ��	� ����
�	�
 	� �
�� ���	� ��� �����

κ� !� ���	� ��� 	
������	�
 	
�� �!� ��
��� �
� ��)� ��� �	�	� Λ → ∞ �

m2
th,κ =

2g2

π2
lim
ε→0

[
3

ˆ ε

κ

dκ′
{
κ′n(κ′)− κ′2n(κ$)

}
+ 3

ˆ ∞

ε

dκ′
{
κ′n(κ′)− κ′2n(κ$)

}]
.

= g2T 2 +
2g2

π2
lim
ε→0

[
3

ˆ ε

κ

dκ′
{
T − κ′

2

}
−

{
κ′T − κ′2

2

}∣∣∣∣ε
κ

]
���*�

= g2T 2 +
2g2

π2
lim
ε→0

[
3εT − 3κT − 3ε2

4
+

3κ2

4
− εT +

ε2

2
+ κT − κ2

2

]

= g2T 2 +
2g2

π2

[
−2κT +

κ2

4

]

= g2
(
T 2 − 4Tκ

π2
+

κ2

2π2
+O

(
κ5

))
. ���+�

�
 ��� ,��� �	
� !� ��)� ��� �	�	� ε → 0 ��� ��� ���
� 	
������ �
� ������ ��� ������ ���

κ = 0� m2 = g2T 2� -���� �������	
� ��� 	
������	�
 	
 ��� ���
� �	
� !� ��)� ��� ���� �	�	�

��� ��� ���
� 	
������ �� �������

����� ����	�
	������ ����

�� !� !�
� �� ������� ��� ���
 O
(
g3

)
�
��	���	�
 �� ��� ����
	
� ����� !� ����� �
� ���	


!	�� ��� �
����
��� 	
������� ."� ���/�� �
� ������� ��� O
(
g2

)
�
��	���	�
�

m2
th,κ′ =

1

π2

ˆ Λ

κ′
dκκ4

{
g2κ

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ)

ε3κ
− g2vac,κ

1(
κ2 +m2

vac,κ

)3/2 ���0�

−2g2
n(κ)− κn′(κ)

κ3

}
+O

(
g4

)
.
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��� ���� ����	
�� κ � ξ� �� �	 ��� ��� ����	���	 �� εκ ≈ εvac,κ ≈ κ �	 
�� ��	���	�
���

�	� �	 
�� 	�����
��� ������ �� 
�� ������� �������� �� 
�� 
������ �	� 
�� ����� ��� ��


�� ����� ���������� ��� 
�� ���������	� �	�� �	� 
�� �	
����� ��	����� �� 
� ����� g4�

��� 
�� ���
 ����	
�� �	 
�� ������ κ � ξ� �� ��� ������� 
� ����	� 
�� 
������ ���
����
��	

��	
��	�

n(εκ)− εκn
′(εκ) ≈

2T

εκ
. �����

��� 
�� ����	���	 �� 
�� ���
����
��	 ��	
��	� �� 
�� g2 �	
����
��	� ��  ��
 ���� 
� ������

εκ �! κ� "	 ����� 
� ��
��	 
�� g3 �	
����
��	� �
 �� �	���� 
� 
�#� 
�� $�����
� 
��� ��


�� �����	�� g2κ = g2 = g2vac,κ� �	� 
�� %��
 ����� �� 
�� ����� m2
κ = m2 = g2T 2� &�
�


���� ���������
��	�� 
�� �	
����� ������ ���! ������� ��� ����� �	
����
��	 �	��� 
��

g2κ
1
ε3κ

'
��� ���� 
�� %��
 ���
 �	� �� ���# ����	 �	 
�� ����
 κ→ 0 �	� ξ → ∞(

m2
th,κ =

4g2T

π2

ˆ ∞

0

dκ

{
κ4

(κ2 +m2)
2 − 1

}
= −3Tm

π
g2 = −3T 2

π
g3 . ��)*�

�� ��� ��� �� �	 ���
� 
�� 
������ ���� ��

m2
th,0 = g2T 2 − 3T 2

π
g3 +O

(
g4 ln g

)
, ��)��

���� �� ���
�! 
�� ���� �����
 ��
��	�� ������� �	 ���
����
��	 
����!� ��� ��

�� �	
�����

�	 �� ������ �	��!
����! �	� ����	��� ����	� ξ → ∞� 
��� !����� 
�� ��	���� ���������	 ���

����
���! κ(

m2
th,κ|g3 =

6g3T 2

π2

(
arctan

κ

gT
− π

2
− 1

3

gκT

κ2 + g2T 2
+

4gT

3ξ
+O

(
(gT/ξ)

2
))

. ��)��

)�
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 �� ����� �����


��� ��������	
� 
� ��� ������ ���� �� 
�� g4 ��� g4 ln g ���� 
�� �
 �� �	������ �� �����

�� ������ �	�� ��� ��
 ����� ������ 	��
����� ���	�� ���� �
����	�� ��� ���� �
 κ � ξ� ��

�� �
 
���	� � ����� �
 ��� 
��� ��	��� ��	�� ������� ���� �	�� ��� ��� 
���

��� ���� ��	
���

�� ��� ��	���	
� 
� ��� �����	�� ����� �� �
�������� ��������� ��� �
� 
� g2κ ��� m2
κ 	�

��� ��� ��
 ���� 
� ��� ���������� �
� � ���	
�� ! � "#$%&� ��� ��	� ��� 	� ��� O
(
g2

)
�
��	���	
� ���� 	� ��������� 	� 
�� �
 
���	� ��� ����� O

(
g3

)
�
��	���	
�� �
 ��� �
� 
�

g2κ ��� �
 	������� 
� ��	� ���� ��	� ���
�� �� �
 �	�� ��� �
� 
� ��� �
���	�� �� � ��	�

�
��	���	
� g2 ��� � �
���	
� δg2κ� ��	�� 	� �	���� �	��� �� ��� O
(
g3

)
�
��	���	
� 
� g2κ'

δg2κ =
9g3

π2

(
arctan

κ

gT
− π

2
− gκT

3

5κ2 + 3g2T 2

(κ2 + g2T 2)
2 +

8gT

3ξ

)
. "#((&

�� ����	��� 	� ��� ����� ������� �� ��� ε2κ = ε2vac,κ� ��	� ����� ���� �� ������� �	��� 
��

���� 
� m2
κ ��� m2

vac,κ� )
� �� ���� �
 �
����� ��� �
���	
� δm2
κ �
 ��� �����	�� �����

�
 �� �	���� 	���� g2κ = g2 + δg2κ 	� ��� �
� � ���	
�� ��	�� �	����'

δm2
th,0 =

4T

π2

ˆ ξ

0

dκ δg2κ ·
κ4

(κ2 +m2)
2 . "#(*&

+	��� δg2κ �
���	�� �	,���� -	��� 
� ����� �� ���� �
 	������� ���� ��� ���������� ���

�
���	
� �
��� �
���	� ���� �
�
�	
��� �
 ln
(
m2 + ξ2

)
� +	��� �� ���� �
 ��-� ��� �	�	�

ξ → ∞ ���� 
�� ��� ���� 	� ����������� 	� ����� ����� ���	�	
������ ���� 
� �	��� 
�� 	�

g �	�� ����� ���� ��� �� ��������� �

� �� ��� ���� �� 
���	� ��� �
���	
�'

δm2
th,0 =

96g4T 2

π4

[
ln
gT

ξ
+

25

24
+

9π2

128
− 3πgT

4ξ
+O

(
(gT/ξ)

2
)]

. "#(.&

��� �
���� 	� �	���� 	� ��� �
��	���	� ���� ln gT
ξ � �� ��� �	�	� ξ → ∞ ��	� ��� �
���

�	����� �����
� �� �
��� ������ �
 ��� � �
���
��	�� ��� �
�
�	
��� �
 ln ξ
T 	� ��� /0

��	
�� 	� 
�� �
 ������ ��� �	��������

�� ���� ��	
���

��� ��������	
� 
� ��� �����	�� ���� �� 
�� O(g4) �
 ��� κ � ξ ��	�� 	� �
� �
���	�����

���� 
�� �
��� ������ ���� ��� ��������	
� 	� ��� 
��� ��	��� �� � ��� �������� �� ������

ε2κ = κ2
(
1 +O

(
g2T 2/κ2

))
�
 ��� ������ ��� �� ���� �� �
 ��� ������ ��� ��� 	���� ���

�
� 
� ��� �
���	�� 	� ��	� ��	��� ��	�� 	� � ��� �
 ��� �
� 
� ��� ������ �
���	��� 	��
 ���

���������� �
� � ���	
� �
 ��� ����'

g2κ = g2 +
9g4

2π2
ln

κ

2πT
. "#(1&

((



����� ����� �	 �
 g3 �
��������
� �� �	 	���� ��
��� �
 	������� ��� ����� g2 �
��������
��

m2
th,0

∣∣
g4

=
1

π2

ˆ ξ

0

dκκ4
{
g2κ

1 + 2n(εκ)− 2εκn
′(εκ)

ε3κ
− g2vac,κ

1(
κ2 +m2

vac,κ

)3/2
−2g2

n(κ)− κn′(κ)
κ3

}

=
1

π2

ˆ ξ

0

dκκ4
{(

g2 +
9g4

2π2
ln

κ

2πT

)
1 + 2n(κ)− 2κn′(κ)

κ3

−
(
g2 +

9g4

2π2
ln

κ

2πT

)
1

κ3
− 2g2

n(κ)− κn′(κ)
κ3

}

=
9g4

π4

ˆ ξ

0

dκ ln
κ

2πT
· (κn(κ)− κ2n′(κ)

)
. �����

��� �
 ��� ���������� 
� ��� ��	�������
� ������
� ��� ������ �������� ��	 �
 ���������� ���

���		�
�� ��� �
		������� �	 �
 ������ ��� ���������
� �������� �
 �� ����� ����� ��� �
������!��

������
� ��� ��� �����		�
�	 κ ��� κ2 ������	� 	�
"�� ���� ��� ���
������� ������
� �� ��� ���

�
!����
� �
�	 �
 #��
 ��� ���
� 	���� ����	��	� $��� ��� �������� �	 	
������ ��!��������� $��

��
���! �	 ���� "� "��� �
� �� ���� �
  �� � ���! ��
�
���
��� �
 ln ξ �� ���	 "���

m2
th,0

∣∣
g4

= −0.301692 g4T 2 − 0.451402 g4T 2 = −0.753094 g4T 2 . ���%�

$�� 	��
�� �
		������� �	 �
 ��
���� �	 �� ��� ������� ���
��& '��� �� ��� ����!� 
� ����

!
!���� "� �
�	���� κ �
 �� 	!��� ��
��� �
 ������ ��� ���� ��������� ��� ��	�������
�

������
� ��� ��	 ����������� �����

κn(κ)− κ2n′(κ) ≈ 2T − κ

2
+

κ4

360T 3
+ . . . ���(�

"� ���� �
 ���� "��� ��� �
��
"��� ��������&

m2
th,0

∣∣
g4

= 9g4

π4

´ Λ
ξ
dκ

{
ln κ

2πT ·
(
2T − κ

2 + κ4

360T 3

)}
. ��)*�
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��������� ��� ���
����! ����,	 �
"� ����& -�  �	� "� ��� ��
���� �	 ���
�� ��� 	���� ���

�������� ���
 �"
 ���������
� �����	� .� ��� ��!������ ��	��� ����� ���! �	 ��
�
���
��� �
 ξ

"���� 	�
��� �
� �� ��� ��	�� $
 ��!�!���& /� ��� �

,��� �
� � ���! ∝ g4T 2 ln ξ�

.� 
���� �
 �!��
�� 
�� ���������
�	 "� ����, �� ��� ����
��!���
� ε2κ = κ2 �	 �

 	������

-	 	��� �� 0��� 1 mκ ��� mκ,vac 	�
" ��� 	�!� ������
� �� ���	 ����!�� $�����
�� "� ��� �


������ ε2κ ������� ���� "� ���� �
�� �� 	
 ��� �ε2κ ≈ κ2�&

ε2κ ≈ κ2
(
1 +

g2

2π2

)
. ��)��

.� ���	 �2����
� "� ��	��� ���  �	� 
���� 
� ��� �����! 3
" 
� ��� !�		& m2
κ,vac =

κ2g2

2π2 � εκ ���

�)



�� �������� �	
 ��� g�

εκ = κ

√
1 +

g2

2π2
≈ κ

(
1 +

g2

4π2

)
. �����

��	 ��� ����
�����	� ������	� ������� 	� εκ ���� �� �	� �
	�	
��	�� �	 ��� �	������ �	 ��
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